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1. Notions de causalité

1.1 Notation Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilité,{Xt : t ∈ Z} et {Yt : t ∈ Z} des
variables aléatoires (réelles) ayant des variances finies[sur (Ω, A, P )]
Z = Ensemble des entiers
At = Ensemble dénombrable (fini ou infini) de variables aléatoires ayant des variances
finies et comprenantXt etYt (ensemble d’information)

At = {Zkt : k ∈ I} , I ⊆ Z , {Xt, Yt} ⊆ At , (1.1)

X̄t = {Xs : s ≤ t} , Ȳt = {Ys : s ≤ t} , (1.2)

Āt = ∪
s≤t

As , (1.3)

X = {Xt : t ∈ Z} = {Xt} , Y = {Yt : t ∈ Z} = {Yt} , (1.4)

A = ∪
t∈Z

At , (1.5)

B = sous-ensemble quelconque deA : B ⊆ A , (1.6)

P (Yt | B) = Meilleur prédicteur linéaire sans biais deYt basé sur les variables dansB

ε (Yt | B) = Yt − P (Yt | B) (1.7)

σ2 (Yt | B) = E
[
ε (Yt | B)2] (1.8)

1.2 Définition CAUSALITÉ AU SENS DEGRANGER.

(1) Causalité.X causeY ssi

σ2
(
Yt+1 | Āt

)
< σ2

(
Yt+1 | Āt \ X̄t

)

pour au moins une valeur det.

(2) Causalité instantanée.X causeY instantanément ssi

σ2
(
Yt+1 | Āt, X̄t+1

)
< σ2

(
Yt+1 | Āt

)

pour au moins une valeur det.

(3) Rétroaction (ou feedback). Il y a rétroaction entreX et Y ssiX causeY et Y cause
X .

1.3 Remarque Granger (1969, pp. 428-429) : Granger suppose la stationnarité.

1.4 Théorème INTERPRÉTATION DE LA NON-CAUSALITÉ.
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(a) X ne cause pasY

ssi σ2
(
Yt+1 | Āt

)
= σ2

(
Yt+1 | Āt \ X̄t

)
, ∀t

ssi P
(
Yt+1 | Āt

)
= P

(
Yt+1 | Āt \ X̄t

)
p.s., ∀t .

(b) X ne cause pasY instantanément

ssi σ2
(
Yt+1 | Āt, Xt+1

)
= σ2

(
Yt+1 | Āt

)
, ∀t

ssi P
(
Yt+1 | Āt, Xt+1

)
= P

(
Yt+1 | Āt

)
p.s., ∀t .

1.5 Théorème SYMÉTRIE DE LA CAUSALITÉ INSTANTANÉE. X causeY instantané-
ment ssiY causeX instantanément.

On peut faire la distinction entre trois événements fondamentaux :

1. X causeY ;

2. Y causeX;

3. causalité instantanée.

À partir de ceux-ci, on peut définir23 = 8 relations de causalité représentables par des
triplets(x y z) où

x = 1, si X causeY ,

= 0, autrement,

y = 1, si Y causeX ,

= 0, autrement,

z = 1, si causalité instantanée,

= 0, autrement.

1.6 Définition RELATIONS ÉLÉMENTAIRES DE CAUSALITÉ.

Notation
flèches triplets

(1) Indépendance deX etY (X Y ) (0 0 0)
(2) Causalité instantanée seulement (X − Y ) (0 0 1)
(3) Causalité unidirectionnelle et non instantanée deX versY (X → Y ) (1 0 0)
(4) Causalité unidirectionnelle et instantanée deX versY (X ⇒ Y ) (1 0 1)
(5) Causalité unidirectionnelle et non instantanée deY versX (Y → X) (0 1 0)
(6) Causalité unidirectionnelle et instantanée deY versX (Y ⇒ X) (0 1 1)
(7) Rétroaction non instantanée (X ↔ Y ) (1 1 0)
(8) Rétroaction et causalité instantanée (X ⇔ Y ) (1 1 1)
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Cette nomenclature est donnée par Pierce et Haugh (1977, p. 268).

1.7 Remarque Granger (1969) considère :

(1) des processus stationnaires sur les entiersZ;

(2) des prédictions linéaires sans biais optimaux au sens de l’erreur quadratique moyenne ;

(3) l’ensembleAt contenant « toute l’information dans l’univers » ; mais indique

(a) que les définitions pourraient être étendues à des processus non stationnaires (sans
faire le développement) ;

(b) qu’on peut considérer des ensembles d’information plus petits ;

(c) que d’autres fonctions de perte pourraient être considérées.

(4) La définition du meilleur producteur linéaire sans biais (p. 429) est valable seulement
pour des processus de moyenne nulle.

(5) Définition du retard de causalité (« causality lag ») confuse.

1.8 Remarque Pierce et Haugh (1977, p. 267) indique qu’il n’y a pas de problème à
considérer la classe des prédictions d’erreur quadratique minimale.

1.9 Remarque Extensions de la notion de causalité. La notion de causalité au sens de
Granger (1969) est relative à :

(1) une fonction de risque [e.g.,erreur quadratique moyenne] ;

(2) une forme fonctionnelle des prédicteurs ;

(3) l’ensemble d’information considéré ;

(4) le type de processus considéré [e.g.,stationnaire ou non stationnaire] ;

(5) le nombre d’étapes à l’avance dans la prédiction.

Dans le cas de la définition précédente, on peut partir de « causalité linéaire en moyenne
quadratique par l’ensemble A » [Granger (1969, p. 430)].

2. Caractérisations de la causalité

2.1. Systèmes à deux variables

2.1.1. Processus stationnaires au sens large strictement non déterministes

Soit At = {Xt, Yt} .

(
Xt

Yt

)
est un processus bivarié stationnaire au sens large (SSL)

strictement non déterministe de moyenne zéro

X̄t = {Xs : s ≤ t} , Ȳt = {Ys : s ≤ t} .
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2.1 Problème Caractériser l’absence de causalité deX versY (Y 9 X) ou deY vers
X (Y 9 X) .

Par définition,

X 9 Y ssi σ2
(
Yt+1 | Ȳt, X̄t

)
= σ2

(
Yt+1 | Ȳt

)

ssi P
(
Yt+1 | Ȳt, X̄t

)
= P

(
Yt+1 | Ȳt

)
p.s.

ssi P (Yt+1 | Yt, Yt−1, . . . , Xt, Xt−1, . . . ) = P (Yt+1 | Yt, Yt−1, . . . )

2.1.1.1. Représentation moyenne mobile .(Xt, Yt)
′ possède une représentation

moyenne mobile :

(
Xt

Yt

)
=

∞∑
j=0

ψj

(
at−j

bt−j

)
= ψ (B)

(
at

bt

)
=

[
ψ11 (B) ψ12 (B)
ψ21 (B) ψ22 (B)

] [
at

bt

]
(2.1)

où

ψ (B) =
∞∑

j=0

ψjB
j , ψ (z) convergent pour| z | ≤ 1, (2.2)

ψj, j = 0, 1, . . . sont des matrices2× 2 (2.3)

ψij (B) =
∞∑

k=0

ψij,kB
k , i, j = 1, 2, (2.4)

E

(
at

bt

)
= 0, (2.5)

E

[(
at

bt

)
(as, bs)

]
=

{
Σ , si t = s , Σ p.d.
0 , si t 6= s ,

(2.6)

ψ0 = I2 ouΣ = I2 (condition d’identification). (2.7)

De plus, on peut montrer queXt et Yt possèdent des représentations moyennes mobiles
univariées :

Xt = ψ1 (B) ut , (2.8)

Yt = ψ2 (B) vt , (2.9)
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où{ut} et{vt} sont des bruits blancs,

ψi (B) =
∞∑

k=0

ψikB
k , i = 1, 2 ψ10 = ψ20 = 1

On définit les autocorrélations croisées

ρuv (k) =
E [ut−kvt]

[E(u2
t )E (v2

t )]
1/2

(2.10)

2.2 Théorème CARACTÉRISATION MA DE LA NON-CAUSALITÉ (SIMS 1). Soit
(Xt, Yt)

′ un processus SSL strictement non déterministe. AlorsX ne cause pasY au sens
de Granger(X 9 Y ) ssi il existe une représentation moyenne mobile de(Xt, Yt)

′ de la
forme [

Xt

Yt

]
=

[
ψ11 (B) ψ12 (B)

0 ψ22 (B)

] [
at

bt

]

où (at, bt)
′ est un bruit blanc avecE (at) = E (bt) = 0,

E

(
at

bt

)
= 0

¯
, E

[(
at

bt

)
(as, bs)

]
=

{
I2 , si t = s ,
0 , si t 6= s ,

.

DÉMONSTRATION Voir Sims (1972).

2.1.1.2. Représentation autorégressive .Si le processus(Xt, Yt)
′ possède une repré-

sentation autorégressive, nous avons

Π (B)

(
Xt

Yt

)
=

[
Π11 (B) Π12 (B)
Π21 (B) Π22 (B)

] [
Xt

Yt

]
=

[
at

bt

]
(2.11)

où

Πij (B) =
∞∑

k=0

Πij,kB
k , (2.12)

Π (B) = ψ (B)−1 . (2.13)

Dans ce cas, on peut aussi montrer que chaque processusXt etYt possède une représenta-
tion autorégressive univariée :

Π1 (B) Xt = ut (2.14)
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Π2 (B) Yt = vt (2.15)

où{ut} et{vt} sont des bruits blancs.

2.3 Théorème CARACTÉRISATION DE LA NON-CAUSALITÉ PAR UNE RÉGRESSION

BILATÉRALE (SIMS 2). Soit (Xt, Yt) un processus SSL strictement non déterministe de
moyenne zéro et possèdent une représentation autorégressive. AlorsX ne cause pasY au
sens de Granger ssiXt peut s’exprimer sous la forme

Xt =
∞∑

j=0

hjYt−j + ηt

oùE (Ytηs) = 0, ∀s, τ .

2.4 Théorème CARACTÉRISATION DE LA NON-CAUSALITÉ PAR LES INNOVATIONS

UNIVARIÉES (PIERCE-HAUGH). (Pierce-Haugh 1)Soit(Xt, Yt)
′ un processus SSL stricte-

ment non déterministe. Supposons en outre queXt etYt possèdent chacun une représenta-
tion autorégressive :

Π1 (B) Xt = ut, Π2 (B) Yt = vt

où{ut} et{vt} sont des bruits blancs. Alors,X ne cause pasY au sens de Granger ssi

ρuv (k) = 0, ∀k > 0 .

2.1.1.3. Représentation ARMA . Supposons queZt = (Xt, Yt)
′ possède une repré-

sentation ARMA
φ (B) Zt = θ (B) ut

où

φ (B) =

p∑
j=0

φjB
j, φ0 = I2 , (2.16)

θ (B) =

q∑
j=0

θjB
j, θ0 = I2 , (2.17)

E
(
utu

′
t+k

)
=

{
Σ , si k = 0
0 , si k 6= 0

(2.18)

etΣ est p.d. De façon plus explicite,
[

φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]
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où

φij ≡ φij (B) = δij −
p∑

k=1

φijkB
k, (2.19)

θij ≡ θij (B) = δij −
q∑

k=1

θijkB
k, i, j = 1, 2 . (2.20)

Kang (1981, pp. 98-99) donne les conditions suivantes pour différentes catégories de
processus.

1. Processus autorégressif pur _ Si
[

φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
u1t

u2t

]
,

on a
X 9 Y ssi φ21 = 0 . (2.21)

2. Processus moyenne mobile pur _ Si
[

Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]
,

on a
X 9 Y ssi θ21 = 0 . (2.22)

3. Processus mixte
[

φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]

(a) Condition suffisante

Si φ21 = 0 et θ12 = θ21 = 0, alorsX 9 Y

Cette condition correspond à une représentation de la forme :
[

φ11 φ12

0 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 0
0 θ22

] [
u1t

u2t

]
(2.23)

(b) Condition nécessaire et suffisante

X 9 Y ssi φ11θ21 − φ21θ11 = 0
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ssi det

[
φ11 θ11

φ21 θ21

]
= 0

On peut démontrer la condition nécessaire et suffisante pour la non-causalité dans mo-
dèle ARMA bivarié de la manière suivante [Kang (1981, pp. 98-99)]. Nous avons

[
φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]
.

Comme

θ−1 =
1

det(θ)

[
θ22 −θ12

−θ21 θ11

]
(2.24)

nous pouvons écrire :
(

u1t

u2t

)
= θ−1φ

(
Xt

Yt

)

=
1

det(θ)

(
θ22 −θ12

−θ21 θ11

)(
φ11 φ12

φ21 φ22

)(
Xt

Yt

)

=
1

det(θ)

(
φ11θ22 − φ21θ12 φ12θ22 − φ22θ12

−(φ11θ21 − φ21θ11) −(φ12θ21 − φ22θ11)

) (
Xt

Yt

)

=
1

det(θ)

(
φ11θ22 − φ21θ12 φ12θ22 − φ22θ12

φ21θ11 − φ11θ21 φ22θ11 − φ12θ21

)(
Xt

Yt

)

et donc

X 9 Y ⇐⇒ φ21θ11 − φ11θ21 = 0

⇐⇒ φ11θ21 − φ21θ11 = 0

⇐⇒ det

[
φ11 θ11

φ21 θ21

]
= 0 (2.25)

Y 9 X ⇐⇒ φ12θ22 − φ22θ12 = 0

⇐⇒ det

[
φ12 θ12

φ22 θ22

]
= 0 (2.26)

On notera ici queφ11θ21 − φ21θ11 est un polynôme qui contient seulement des puissances
plus grandes ou égales à1.
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Il peut être intéressant d’examiner la relation entre la condition nécessaire et suffisante
de non-causalité dans un processus ARMA bivarié avec le théorème de Sims. On a :

[
φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]
(2.27)

φ

[
Xt

Yt

]
= θ

[
u1t

u2t

]
(2.28)

φ−1 =
1

| θ |
(

φ22 −φ12

−φ21 φ11

)
(2.29)

| φ | = φ11φ22 − φ12φ21 (2.30)

| φ |
(

Xt

Yt

)
=

[
φ22θ11 − φ12θ21 φ22θ12 − φ12θ22

−φ21θ11 + φ11θ21 −φ21θ12 + φ11θ22

] [
u1t

u2t

]
(2.31)

=

[
φ22θ11 − φ12θ21 − (φ12θ22 − φ22θ12)

− (φ21θ11 − φ11θ21) φ11θ22 − φ21θ12

] [
u1t

u2t

]
(2.32)

Pour pouvoir utiliser le théorème 1 de Sims (1972), il faudrait queE (u1tu2t) = 0. Soit

P =

[
p11 p12

p21 p22

]
(2.33)

une matrice2× 2 telle que
P−1Σ

(
P−1

)′
= I

et donc
Σ = PP ′. (2.34)

Alors,

P−1ut =

[
at

bt

]
où E (atbs) = 0, ∀t, s , (2.35)

et

| φ |
(

Xt

Yt

)
=

[
φ22θ11 − φ12θ21 − (φ12θ22 − φ22θ12)

− (φ21θ11 − φ11θ21) φ11θ22 − φ21θ12

]
PP−1

[
u1t

u2t

]
. (2.36)

On voit que

X 9 Y ssi − p11 (φ21θ11 − φ11θ21) + p21 (φ11θ22 − φ21θ12) = 0
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ssi φ21θ11 − φ11θ21 =
p21

p11

(φ11θ22 − φ21θ12)

ssi φ11θ21 − φ21θ11 =
p21

p11

(φ21θ12 − φ11θ22) .

2.5 Remarque On peut toujours choisirP de la forme [Rao (1973, section 1b.2, p. 20)] :

P =

[
p11 p12

0 p22

]
oùp11 6= 0 etp22 6= 0.

La condition de Kang est correcte. Le coefficient deLo dansφ11θ21 − φ21θ11 est0. Le
coefficient deLo dansφ21θ12−φ11θ22 est−1 [à cause des contraintes surφij (0) etθij (0)].
La condition(∗) ne peut être variée que sip21 = 0 et alors on doit avoirφ21θ11−φ11θ21 = 0.

2.2. Systèmes à plusieurs variables

2.2.1. Condition nécessaire et suffisante de non-causalité pour un processus ARMA
multivarié

Considérons un processus qui satisfait un modèle de la forme :
[

φ11 φ12

φ21 φ22

] [
Xt

Yt

]
=

[
θ11 θ12

θ21 θ22

] [
u1t

u2t

]
,

où
φij : ki × kj i, j = 1, 2,
θij : ki × kj ,
Xt : k1 × 1, Yt : k2 × 1 .

(2.37)

θ−1 =

[
θ−1

11

(
I + θ12D

−1θ21θ
−1
11

) −θ−1
11 θ12D

−1

−D−1θ21θ
−1
11 D−1

]
, (2.38)

D = θ22 − θ21θ
−1
11 θ12 , (2.39)

(
u1t

u2t

)
= θ−1φ

(
Xt

Yt

)

=

[
θ−1

11

(
I + θ12D

−1θ21θ
−1
11

)
φ11−θ−1

11 θ12D
−1φ21

−D−1θ21θ
−1
11 φ11 + D−1φ21

...

...

θ−1
11

(
I + θ12D

−1θ21θ
−1
11

)
φ12−θ−1

11 θ12D
−1φ22

−D−1θ21θ
−1
11 φ12 + D−1φ22

] [
Xt

Yt

]
,
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X 9 Y ⇐⇒ −D−1θ21θ
−1
11 φ11 + D−1φ21 = 0

⇐⇒ −θ21θ
−1
11 φ11 + φ21 = 0

⇐⇒ φ21 − θ21θ
−1
11 φ11 = 0 ⇐⇒ φ21φ

−1
11 = θ21θ

−1
11 .

Si k1 = 1, φ11 et θ11 sont des scalaires et

φ21 − θ21θ
−1
11 φ11 = 0 ⇐⇒ φ21θ11 − θ21φ11 = 0 .

Si k1 ≥ 2, les deux conditions

φ21 − θ21θ
−1
11 φ11 = 0 et φ21θ11 − θ21φ11 = 0

ne sont pas équivalentes.

2.2.2. Détermination de la structure de causalité associée à un modèle ARMA

Considérons un processus ARMA stationnaire et inversible de la forme :

φ (B) Zt = θ (B) ut ,

Zt = (Z1t, . . . , Zkt)
′ , ut = (u1t, . . . , ukt)

′ . (2.40)

On peut réécrire

θ (B)−1 φ (B) Zt = ut

Π (B) Zt = ut ,

Π i (B)′ Zt = uit ,

Π (B) ≡ θ (B)−1 φ (B) =




Π i (B)′

...
Πk (B)′


 , (2.41)

Πi (B)′ = [Πi1 (B) , . . . , Πik (B)] . (2.42)

Calculons

Π (z) = θ (z)−1 φ (z)

= [Πij (z)]i,j=1, ... , k (2.43)
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où z est un nombre réel tel que0 < | z | < 1, e.g. z = 1/2 (choisi au hasard). Avec
probabilité 1, on peut dire que

Zj 9 Zi ⇐⇒ Πij (Z) = 0

où i 6= j. Il peut être prudent de considérer quelques valeurs dez. Si

aij =

{
1, si Πij (z) 6= 0
0, si Πij (z) = 0

, (2.44)

on peut décrire la structure de causalité en écrivant la matriceA.

2.6 Exemple k = 4

Z1 Z2 Z3 Z4 Z4 → Z1 → Z3 → Z2

Z1

Z2

Z3

Z4




1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1


 = A ,

Z1 9 Z2, Z1 9 Z3, Z1 9 Z4

Z2 9 Z1, Z2 9 Z3, Z2 9 Z4

Z3 9 Z1, Z3 9 Z2, Z3 9 Z4

Z4 9 Z1, Z4 9 Z2, Z4 9 Z3

.

3. Notes bibliographiques

Le lecteur trouvera des discussions générales du concept de causalité et de ses appli-
cations en économétrie dans Pierce et Haugh (1977, 1979), Hosoya (1977), Price (1979),
Zellner (1979), Granger (1980), Newbold (1982), Geweke (1984), Gouriéroux et Monfort
(1990, Chapter X) and Lütkepohl (1991). Sur les modèles à plus de deux variables, le lec-
teur peut aussi consulter Boudjellaba, Dufour et Roy (1992), Dufour et Tessier (1993),
Boudjellaba, Dufour et Roy (1994), Dufour, Nsiri et Tessier (1994), Dufour et Tessier
(1997), Dufour et Renault (1998).
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