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1. Notions de causalité

1.1 Notation Soit ({2, A, P) un espace de probabilit€X, : t ¢ Z} et{Y, : t € Z} des
variables aléatoires (réelles) ayant des variances fisugg 2, A, P)]

7, = Ensemble des entiers

A; = Ensemble dénombrable (fini ou infini) de variables aléatoires ayant des variances
finies et comprenanX; etY; (ensemble d’information)

At:{Zkt:k€[}7 [gZ7 {Xtun}gAtu (11)
X, ={X,:s<t}, Yi={Y,:s<t}, (1.2)

A, = SgtAs , (1.3)
X={Xy:teZ}={X,}, Y={MV:teZ}={Y}, (1.4)
A= thAh (1.5)

B = sous-ensemble quelconquedle B C A, (1.6)

P (Y, | B) = Meilleur prédicteur linéaire sans biais Yebasé sur les variables daBs
e(Y;| B)=Y,— P(Y;| B) (1.7)
o’ (Y| B) =E[s (Y, | B)’] (1.8)

1.2 Définition CAUSALITE AU SENS DE GRANGER.
(1) Causalité X causey” ssi

0 (Y1 | Ar) <0 (Vi | A\ X0)

pour au moins une valeur de
(2) Causalité instantanéeX causey” instantanément ssi

o’ (Y;t+1 ‘ At, Xtﬂ) <o’ (K&H ’ At)

pour au moins une valeur de

(3) Rétroaction (ou feedback). Il y a rétroaction enfXeetY ssiX causeY” etY cause
X.

1.3 Remarque Granger (1969, pp. 428-429) : Granger suppose la stationnarité.

1.4 Théoreme INTERPRETATION DE LA NON-CAUSALITE.



(a) X ne cause pas

SSi O'2 (}/;54-1 | At> = 0'2 ()/154_1 | At \ Xt) y Vit
ssi P (Y | A) =P (Yepa | A\ Xy) ps., Vi

(b) X ne cause pds instantanément

ssi o? (Yt+1 | A, Xt—',—l) = o? (Y2+1 | At) , Vt
ssi P (Ytﬂ | Ay, Xt+1) =P (Yt+1 ‘ At) p.s., Vt.

1.5 Théoréme SYMETRIE DE LA CAUSALITE INSTANTANEE. X causeY instantané-
ment ssiY” causeX instantanément.

On peut faire la distinction entre trois événements fondamentaux :
1. X causeY;

2. Y causeX;

3. causalité instantanée.

A partir de ceux-ci, on peut défin®® = 8 relations de causalité représentables par des
triplets(xz y z) ou

xr = 1, siX causey ,
= 0, autrement,
y = 1, siY causexX ,

, Si causalité instantanée,

1
0
1
= 0, autrement,
1
0, autrement.

1.6 Définition RELATIONS ELEMENTAIRES DE CAUSALITE

Notation

fleches | triplets
(1) Indépendance dg ety (XY) [(000)
(2) Causalité instantanée seulemen (X-Y) | (001)
(3) Causalité unidirectionnelle et non instantané&deersy” | (X — YY) | (100)
(4) Causalité unidirectionnelle et instantanéedeersY (X=Y)|(101)
(5) Causalité unidirectionnelle et non instantané¥dersX | (Y — X) | (010)
(6) Causalité unidirectionnelle et instantanéé&’deersX Y=X)|(011)
(7) Rétroaction non instantanée (X<Y)|(110)
(8) Rétroaction et causalité instantanée (XeY)|(111)



Cette nomenclature est donnée par Pierce et Haugh (1977, p. 268).

1.7 Remarque Granger (1969) considére :

(1) des processus stationnaires sur les enfiers

(2) des prédictions linéaires sans biais optimaux au sens de I'erreur quadratique moyenne;
(3)  I'ensembleA; contenant « toute I'information dans I'univers » ; mais indique

(a) que les définitions pourraient étre étendues a des processus non stationnaires (sans
faire le développement) ;

(b) qu’'on peut considérer des ensembles d’information plus petits ;
(c) que d’autres fonctions de perte pourraient étre considérées.

(4) La définition du meilleur producteur linéaire sans biais (p. 429) est valable seulement
pour des processus de moyenne nulle.

(5) Deéfinition du retard de causalité (« causality lag ») confuse.

1.8 Remarque Pierce et Haugh (1977, p. 267) indique qu’il n’y a pas de probléeme a
considérer la classe des prédictions d’erreur quadratiqgue minimale.

1.9 Remarque Extensions de la notion de causalité. La notion de causalité au sens de
Granger (1969) est relative a :

(1) une fonction de risques[g.,erreur quadratique moyenne] ;

(2) une forme fonctionnelle des prédicteurs;

(3) I'ensemble d'information considéré;

(4) le type de processus considéedd.,stationnaire ou non stationnaire] ;
(5) le nombre d’étapes a I'avance dans la prédiction.

Dans le cas de la définition précédente, on peut partir de « causalité linéaire en moyenne
guadratique par I'ensemble A » [Granger (1969, p. 430)].

2. Caractérisations de la causalité

2.1. Systémes a deux variables

2.1.1. Processus stationnaires au sens large strictement non déterministes

. X o : :

Soit A; = {X;, Y3} . (Yt) est un processus bivarié stationnaire au sens large (SSL)
t

strictement non déterministe de moyenne zéro

X;={X,:s<t}, Yi={Y,:s<t}.



2.1 Probléme Caractériser I'absence de causalité deversY (Y - X) ou deY vers
X (Y »X).

Par définition,

X »Y ssi o’ (YQH ‘ Vi, Xt) =0’ (Yt+1 ‘ Yt)
ssi P (Y2+1 | Y, Xt) =P (Yt+1 | Yt) p.s.
SSi P(KJrl ‘ }/;g, }/;5,1, ey Xt, thl, ) :P(}/;ngl ‘ }/;, }/:5,1, )

2.1.1.1. Représentation moyenne mobile .(X,, Y;)’ posséde une représentation
moyenne mobile :

()=Su() =) =[@ ][] e

7=0
ou
Y(B) = Y ;B 4 (z) convergentpoutz| <1, (2.2)
=0
Y; J = 0,1,... sontdes matrices x 2 (2.3)
wij (B) = Zwij,k:Bk ) ia ] - ]-7 27 (24)
k=0
E(‘“) — 0, (2.5)
by
ay B Y, sit=s, X p.d.
E |:<bt) (a’87 bS):| - { 07 Slt 7é S , (26)

v, = IyoulX =1, (condition d’identification). 2.7)

De plus, on peut montrer qug; etY; possédent des représentations moyennes mobiles
univariees :

X, = 1, (B)u, (2.8)
Y, = ¢y (B)u, (2.9)



ou{u,} et{v,} sont des bruits blancs,
¢i(B):Z¢ikBk7 1=1,2 Vi =ty =1
k=0

On définit les autocorrélations croisées

E [ut_kvt]

Pt = ERE () (2.10)

2.2 Théoréme CARACTERISATION MA DE LA NON-CAUSALITE (SIMS 1). Soit
(X;, ;)" un processus SSL strictement non déterministe. Alone cause pa¥ au sens
de Granger(X — Y) ssi il existe une représentation moyenne mobilé Xig Y;)' de la

forme
HEK SN

ou(ay, b;)" est un bruit blanc avei (a;) = E (b;) = 0,

(i) o e[ o]

DEMONSTRATION \oir Sims (1972).x

I,, sit=s,
0, sit#s, '

2.1.1.2. Représentation autorégressive .Si le processugX;, Y;)' posséde une repré-
sentation autorégressive, nous avons

mo ()= mtm e | =10 ] e

ol
I1; (B) = imj’,ﬂB’f, (2.12)
II(B) = ;:(OB)—P (2.13)

Dans ce cas, on peut aussi montrer que chaque proc&s&i¥; posseéde une représenta-
tion autorégressive univariée :

I (B) X, = w (2.14)



II,(B)Y, = v (2.15)
ou{u,} et{v;} sont des bruits blancs.

2.3 Théoréme CARACTERISATION DE LA NON-CAUSALITE PAR UNE REGRESSION
BILATERALE (SIMS 2). Soit (X, Y;) un processus SSL strictement non déterministe de
moyenne zéro et possedent une représentation autorégressiveXAtmgause pas” au
sens de Granger ss{; peut s’exprimer sous la forme

X, =Y hYi i+,
§=0

ouE (Yin,) =0, Vs, .

2.4 Théoréme CARACTERISATION DE LA NON-CAUSALITE PAR LES INNOVATIONS
UNIVARIEES (PIERCE-HAUGH). (Pierce-Haugh 13oit(X,, ;)" un processus SSL stricte-
ment non déterministe. Supposons en outreXjuetY; possedent chacun une représenta-
tion autorégressive :

II, (B) Xy =uy, Iy (B)Y; =1,

ou{u;} et{v;} sontdes bruits blancs. Alor&, ne cause pas au sens de Granger ssi

Pup (k) =0, VE>0.

2.1.1.3. Représentation ARMA . Supposons qué, = (X, v;) posséde une repré-
sentation ARMA

ou

p .

¢(B) = > ¢;B, ¢y=1, (2.16)
=0
q .

0(B) = Y 0,8, 6y=1, (2.17)
j=0

, _ Y, sik=0

E (wuy,,) = {0’ Sik 0 (2.18)

et Y est p.d. De facon plus explicite,
[¢11 ¢12}{Xt]:{911 912}[1%}
¢21 ¢22 Y o1 0o Uzt
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ou

p
¢ij = ¢y (B) =0i; — Z ¢ijk;Bka (2.19)
k=1
q
0ij = 0;(B)=0;5—Y 0B i,j=1,2. (2.20)
k=1

Kang (1981, pp. 98-99) donne les conditions suivantes pour différentes catégories de
processus.

1. Processus autorégressif pur _ Si
[(1511 ¢12}|:Xt}:|:ult:|
Go1 Do Y, Uy |

X »Y ssi ¢y =0. (2.21)

ona

2. Processus moyenne mobile pur _ Si
|:Xt:|:|:911 912}[“115}
Y, 01 0O Uy |
X »Y ssi 0 =0. (222)

[<Z511 ¢12} {Xt]:{en 912] [Uu]
¢21 92522 Y 021 02 Ut

(a) Condition suffisante

ona

3. Processus mixte

Si ¢21 =0 et 912 = 921 = O, alorsX - Y
Cette condition correspond a une représentation de la forme :
b1 ¢12]{Xt} [911 O:||:u1t:|
= 2.23
[ 0 @9 Y: 0 O Ut ( )
(b) Condition nécessaire et suffisante



, ¢11 O }
ssi det =0
¢ { o1 O

On peut démontrer la condition nécessaire et suffisante pour la non-causalité dans mo-
dele ARMA bivarié de la maniére suivante [Kang (1981, pp. 98-99)]. Nous avons

[Cbn ¢12] lXt]_{eu 912] [Uu]
¢21 ¢22 Y; B 0o1 O Ug |

1 1 O —012
= 2.24
0 det(0) | =021 O (2.24)

Comme

Nnous pouvons écrire :

Uit _ p—1 t
() = (5

1 ( O —012 ) < b11 b0 ) ( Xy )
det(9) \ —0a1 O Po1 P2 Y

1 ( P11022 — P31012 P12022 — Pya12 ) ( X )
det(0) \ —(011021 — d1611) —(P12021 — Pa0b11) Y:

1 ( 11022 = P1012 913022 — D012 > < X )
det(0) 21011 — @11021 Paobhin — @100 Y:

et donc

X ad Y < ¢21911 - ¢11821 - 0
= @101 — 931011 =0
— det [ on On } =0 (2.25)
$g1 b
Y xad X < ¢12922 — ¢22812 == 0

— det l 12 Oz } =0 (2.26)
Pgy B2

On notera ici queb,, 621 — ¢,,611 €St un polyndome qui contient seulement des puissances
plus grandes ou égaled a



Il peut étre intéressant d’examiner la relation entre la condition nécessaire et suffisante
de non-causalité dans un processus ARMA bivarié avec le théoreme de Sims. On a:

¢11 ¢12 Xy _ 011 012 U1
[@1 %] [Y} - [921 922] {uJ (2.27)
Xt U1t
¢[Yt} :9&;} (2.28)
-1 _ L o
P = \e|(—¢21 b ) (229)
|¢| = ¢11¢22—¢12¢21 (2-30)

Y, — 91011 + P11021 — 91012 + ¢11022 Uy

_ G92011 — 19021 — (9022 — Byyb1) s
= { — (91011 — 11021)  P11022 — Py 012 } [ st ] (2.32)

Pour pouvoir utiliser le théoréme 1 de Sims (1972), il faudraitlg (e, u,;) = 0. Soit

6] ( Xy ) _ [ Pty = rabl21  Pab1a — Praoblae } [ e ] (2.31)

P _ |: P11 P12 :| (233)
P21 P22

une matrice x 2 telle que
Py (P =1

et donc
Y = PP. (2.34)
Alors,
Py, = lzt} ou E(ahs) =0, Vi, s, (2.35)
t
et

X _ P01 — 12021 — (19622 — Ppob12) 1| e
’ (b‘ < Y; ) B |: o (¢21911 - ¢11921) ¢11922 - ¢21012 :| pp |: Uy :| : (236)

On voit que

X-»Y ssi — P11 (¢21911 - ¢11921) + P21 (¢11922 - ¢21912) =0



SSi ¢91011 — @102 = 22321 (11022 — D91012)

11
SSi ¢11021 — 09011 = ? (21012 — ¢11022)
11

2.5 Remarque On peut toujours choisiP de la forme [Rao (1973, section 1b.2, p. 20)]:

P= {pg)l P2 } olpy; # 0 etpay # 0.
D22

La condition de Kang est correcte. Le coefficientidedanse, 021 — ¢5,011 est0. Le
coefficient deL.® dansg,, 01, — ¢,,0; €st—1 [a cause des contraintes syy (0) etd;; (0)].
La condition(x) ne peut étre variée quessh = 0 et alors on doit avoip,, 011 — ¢,,6021 = 0.

2.2. Systémes a plusieurs variables

2.2.1.
multivarié

Considérons un processus qui satisfait un modele de la forme :

{(ﬁn ¢12} [Xt:|:[911 912} {Uu}
¢21 ¢22 Y; 021 02 uge |’

OijlkiXk’j,
Xiikix1, Y,:kyx1.

g1 _ { 01 (I + 012D 05,607,") —07]'012D7" }

ou
i?j:]‘J 27

—D*102101_11 D!
D =05 — 92191_11912 ;

Uit —1 Xt
= 40
(i) = e ()
= 01711 (I + 012D_19219f11) ¢11_9f11912D_1¢21
—D 7105101, 61y + Doy

01 (I + 912D_19219511) Gr—011' 012D oy } [

_D_192191_11¢12 + Dy,

10

Condition nécessaire et suffisante de non-causalité pour un processus ARMA

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Xi
}/t )



X»Y <— —D_192191_11¢11 + Dy =0
— —9219f11¢11 + ¢y =0

= Gy — 02107 Gy = 0 <= dy 07, = 020

Sik; =1, ¢y, etdy; sont des scalaires et

Gy — 02107, ¢y = 0 <= 011 — 210, = 0.
Sik; > 2, les deux conditions

Gy — 92191_11¢11 =0 et ¢yl —029¢,;=0

ne sont pas équivalentes.

2.2.2. Détermination de la structure de causalité associée a un modele ARMA

Considérons un processus ARMA stationnaire et inversible de la forme :

¢ (B)Z; =0 (B)uy,

Zy = (Zy, -, Zkt)/ oo = (Ungy - ukt)/ .
On peut réécrire
0(B) ' 0(B)Z: =
II(B)Zy = uy,
Qi (B)/Zt = U,
I, (B)
Im(B) = 6(B) ' ¢(B)= : ,
11, (B)
I (B) = [a(B), ..., Uy (B)]

Calculons

11

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



ou z est un nombre réel tel que < | z| < 1, e.g.z = 1/2 (choisi au hasard). Avec

probabilité 1, on peut dire que

ou: # j. Il peut étre prudent de considérer quelques valeurs &¢

aij:{

1, si Hz'j (Z) 7é 0
0, si Hij (Z) =0’

(2.44)

on peut décrire la structure de causalité en écrivant la matrice

2.6 Exemplek =4

Zy Zy Zs Ly

Z
Zo
Z3
Zy
Z1 —» Lo,
Lo =+ 1,
Z3 - 4,
Zy =+ 4,

_ o O =

Z4—>Z1—>Zg—>Z2

SO~ = O
O = O =

VAR
Lo =+ U3,
Z3 = Ly,
Zy Ly,

3. Notes bibliographiques

Le lecteur trouvera des discussions générales du concept de causalité et de ses appli-
cations en économétrie dans Pierce et Haugh (1977, 1979), Hosoya (1977), Price (1979),
Zellner (1979), Granger (1980), Newbold (1982), Geweke (1984), Gouriéroux et Monfort
(1990, Chapter X) and Lutkepohl (1991). Sur les modeles a plus de deux variables, le lec-
teur peut aussi consulter Boudjellaba, Dufour et Roy (1992), Dufour et Tessier (1993),
Boudjellaba, Dufour et Roy (1994), Dufour, Nsiri et Tessier (1994), Dufour et Tessier

(1997), Dufour et Renault (1998).
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YA
Lo =+ Ly
Zy —+ Ly
Z4ﬁ’—>Zg
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