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1. Modeéle

Supposons qu’un processus X, satisfait une équation de la forme

QOP(B)Ud(B)Xt:/_L‘ng(B)U,t, tZto

ou
¢y (B) l—pB—---—¢,B", ¢,#0sip>0,
0,(B) = 1—0,B—---—0,B%,0,#0siq>0,
Uy(B) = 1-UB—---—UyB*, Ug#0sid >0,
(w:€Z) ~ IID(0,0%) ,0°>0,
E(uf) < 00,
P5(B) = ¢, (B)Us(B)
= 1-&B—---—&;B”,

De plus, on suppose que :

tous les racines du polynéme ¢, (B)

sont a ’extérieur du cercle unité ;

toutes les racines du polyndme Uy (B)

sont sur le cercle unité ( lorsque d > 0);

&5 (B) etf,(B) n’ont aucun facteur en commun ;

fi =0.

2. Meéthode

Dans un premier temps, considérons la régression :

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
(1.5)

(2.1)

que I’on estime par les moindres carrés ordinaires (MCO). Les estimateurs MCO des coef-

ficients sont Qgg?;), ¢=1,...,p. SiX, estun processus



a) autorégressif pur (¢ = 0), ou
b) ARMA purement non stationnaire (p = 0,d > 1),
les estimateurs MCO sont convergents :

0V Pyp, 0=1,...,p 2.2)

P) psoo

Dans le cas contraire, les estimateurs MCO ne sont pas convergents et les résidus

s
(0 2(0 _
e =X, =Y G X, t=p+1, ..., n (2.3)
=1
ne sont pas des bruits blancs (BB) méme asymptotiquement. Les valeurs passées égjzf pJ 2
1 contiennent de I’'information pouvant servir a prédire X,;. Dans un second temps, consi-
dérons la régression étendue :

p
Xo =Y 0 X+ By es) el t=p+2,... n. (2.4)
=1
Si
a) ¢ <1,ou
b) p=0etd > 1,
les estimateurs MCO des coefficients @ég), ¢=1, ..., p,sont convergents :
S(1) P o _
@Z(ﬁ)@@g,é_l,...,p. (2.5)

Dans le cas contraire, ces estimateurs ne sont pas convergents et les résidus

0)

D, t=Dp+2, . n (2.6)

. 5 A
61(3{2 == Xt Z@é(z)Xt { — ﬁg

p
/=1

PO

ne sont pas des BB méme asymptotiquement. Les valeurs passées €;;_,

encore de I’information pouvant servir a prédire X;.
Troisiemement, on considere une seconde régression étendue,

j > 1, contiennent

P
2) ~(0 2 _
Xo= 00 Xy o+ B2 e 4 8D e+ el t=p43, 0 Q2T
=1

Si



a) g < 2,ou
b) p=0etd > 1,

les estimateurs MCO des coefficients @é?%), ¢=1, ..., p,sont convergents :
2(2) P . _
@Z(ﬁ)mgﬁg,é_l,...,p. (2.8)

Dans le cas contraire les résidus MCO égg ne sont pas des BB méme asymptotiquement.
On peut, bien siir, poursuivre ce procédé : apres ¢ + 1 itérations, on obtient des estimateurs
convergents de ¢4, ..., ;.

En pratique, les valeurs de p et ¢ sont inconnues. Considérons la suite de régressions :

k J
Xp =Y 00 X+ Y e el) t=k+j+1, .., (2.9)
=1 i=1
pourk=1,2,...etj=0,1,..., ou
k J ")
N s “G) i
=X =Y gziéj(,)c)Xt,g > Bued iy (2.10)
=1 h=1
Les coefficients QS%I)C) peuvent étre calculés de fagon récursive :
50)  _ pl-1) 5(—1) 5(i—1) p(i—1)
¢€%k) - ¢€%k+1) - [¢Zil(k)¢k]+1(k+1)/¢kj(k) } : (2.11)

2.1 Théoréme RYTHME DE CONVERGENCE DES ESTIMATEURS MCO D’UNE AUTO-

REGRESSION. Soit X, un processus non stationnaire qui satisfait les hypothéses (1.1) a
(1.5),oud > 1. Alors

é%‘)i):UZ-'_OP(nil)? gzly,d,VjZ():

ot U, est une variable aléatoire.

DEMONSTRATION Voir Tsay and Tiao (1984, Theorem 2.1, sections 5.3, 7) et Tiao and
Tsay (1983, Theorem 3.2). 1

2.2 Théoreme CONVERGENCE DES ESTIMATEURS MCO D’UNE AUTOREGRESSION.
Soit X un processus qui satisfait les hypothéses (1.1) a (1.5), stationnaire ou non station-



naire. Sik > petj=q,ouk =petj > q, alors

Dy =D+ Op(n ), 4=1,... k.

De plus, sip = 0 et k = d, on peut remplacer O, (n~"/?) par O, (n™").

DEMONSTRATION Voir Tsay and Tiao (1984, Theorem 2.2, sections 5.3, 7) et Tiao and
Tsay (1983, Theorem 3.2). §

2.3 Remarque Sik > petj # q, @%) peut ne pas €tre convergent.

Définissons
W =X, =Y & Xog, t=k+j+1, ... n (2.12)
=1
Lorsque k = p et les estimateurs qu( k) (=1, ..., k, sont convergents,
W,E;’Bﬁoﬁq(B)ut,t:k—i—j+1,...,n. (2.13)
Pour n grand, Wk(]t) suit un processus M A (¢) . Pour déterminer ¢, on peut donc examiner

les autocorrélations de W),

2.4 Définition AUTOCORRELATIONS GENERALISEES. On appelle autocorrélation gé-
néralisée échantillonnale d’ordre (k, j) I’autocorrélation échantillonnale de délai j de la

sérieW,g’jt),t:k—irj—l—l,...,n,i.e.
i .
= ()

n—j n
= Z ch(,]t)ch(?t)+j/ Z (ch(ft))z'

t=k+j+1 t=k+j+1

A cause du Théoréme 2 et de la propriété (2.13), on voit alors aisément que

r](-k) *50, sik=petj>q,
ngoo T (2.14)
1:0[)‘7 %0, 81k:petj:q.



De facon plus générale,

r 20, sij—q>k—p>0,
n-ro0 (2.15)
— C(k—p, j—q), autrement,
n—oo

ou C (k — p,j — q) est une constante différente de zéro ou une variable aléatoire non dé-
générée a z€ro.

On peut calculer des écart-types en se servant de la formule de Bartlett pour un proces-
sus M A (¢) ou encore en utilisant la formule (n — k — j)~'/? . Cette derniére tend a rejeter

trop souvent.



TABLEAU DES AUTOCORRELATIONS GENERALISEES

MA
AR | O 1 2 3
0 r§0) réo) réo) 73(10)
1 rﬁ” rél) rél) TS)
2 T§2) 7’52) réz) Tf)
3 @ .06 06 ()

Pour un processus avec p = 1 et ¢ = 2, on devrait trouver un triangle commengant a
(1,2).

MA
AR|O0 1 2 3 4 5
0 X X X X X X
1 X X 0 0 0 O
2 X X X 0 0 O
3 X X X X 0 0
4 X X X X X 0
5 X X X X X X
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