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SYMBOLES

ssi : si et seulement si

∞ : l’infini

Ac : complément de l’ensemble A

⇒ : implique

⇔ : si et seulement si

∼ : est distribué comme

≡ : égal par définition
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1. Définitions et notations

1.1 NOTATION. C désigne les nombres complexes, R les nombres réels, Z les entiers,
N0 = {0, 1, 2, ...} les entiers non négatifs et N = {1, 2, 3, ...} les entiers positifs. R

désigne les nombres réels étendus :

R = R ∪ {+∞} ∪ {−∞} .

1.2 DÉFINITION : Ensemble borné dans R. Soit E ⊆ R. S’il existe un élément y ∈ R tel
que x ≤ y, ∀x ∈ R, on dit que E est borné supérieurement. S’il existe un élément z ∈ R tel
que x ≥ z, ∀x ∈ E, on dit que E est borné inférieurement. Si E est borné inférieurement
et supérieurement, on dit que E est borné.

1.3 DÉFINITION : Supremum et infimum. Soit E ⊆ R. sup(E) est le plus petit élément de
R tel que x ≤ sup (E), ∀x ∈ E ; inf (E) est le plus grand élément de R tel que inf (E) ≤ x,
∀x ∈ E.

1.4 DÉFINITION : Ensemble borné dans C. Soit E ⊆ C. S’il existe un nombre réel M et
un nombre complexe z0 tels que |z − z0| < M pour tout z ∈ E, on dit que l’ensemble E
est borné.

1.5 DÉFINITION : Suite. Soit E un ensemble. Une suite dans E est une fonction f(n) =
an qui associe à chaque élément n ∈ N un élément an ∈ E. On dénote habituellement la
suite par l’ensemble ordonné des valeurs prises par f(n) :

{a1, a2, ...} ≡ {an}∞n=1 ≡ {an}

ou encore
(a1, a2, ...) ≡ (an)∞n=1 ≡ (an) .

Si E = C, la suite est dite complexe. Si E = R, la suite est dite réelle. Pour indiquer que
tous les éléments de la suite {an} sont dans E, nous écrivons {an} ⊆ E.

REMARQUE. Soit m ∈ Z et Im = {n ∈ Z : n ≥ m}. Toute fonction f (n) = bn qui
associe à chaque élément n ∈ Im un élément an ∈ E peut être considérée comme une suite
dans E en définissant : an = bm+n−1, n = 1, 2, ... . On dénote habituellement une telle
suite par l’un des symboles suivants :

{bm, bm+1, ...} ≡ {bn}∞n=m .

De même, si Im = {n ∈ Z : n ≤ m}, il suffit de définir an = bm−n+1, n = 1, 2, ... . Dans
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ce cas, la suite peut être décrite par l’un des symboles suivants :

{..., bm−1, bm} ≡ {bn}m
n=−∞ .

1.6 DÉFINITION : Sous-suite. Soient E un ensemble, {an}∞n=1 ⊆ E et {nk}∞k=1 une suite
d’entiers positifs tels que n1 < n2 < ... . La suite {ank

}∞k=1 est une sous-suite de {an}∞n=1 .

1.7 DÉFINITION : Limite d’une suite complexe. Soient a ∈ C et {an} ⊆ C. La suite
{an} converge vers a ssi pour tout réel ε > 0, il existe un entier N tel que n ≥ N implique
|an − a| < ε. Dans ce cas, on écrit an → a, ou

lim
n→∞

an = a ,

et a est appelé la limite de {an}. Lorsqu’il existe un nombre a ∈ C tel que an → a, on dit
que la suite {an} converge (ou converge dans C). Si la suite ne converge pas, on dit qu’elle
diverge.

REMARQUE. S’il n’y a pas d’ambiguïté, on peut aussi écrire lim an au lieu de limn→∞ an.

1.8 DÉFINITION : Convergence dans un sous-ensemble. Soient E ⊆ C et {an} ⊆ E. S’il
existe un élément a ∈ E tel que an → a, on dit que {an} converge dans E.

1.9 DÉFINITION : Convergence au sens de Cauchy. Soit {an} ⊆ C. La suite {an}
converge au sens de Cauchy ssi pour tout réel ε > 0, il existe un entier N tel que m ≥ N
et n ≥ N impliquent |am − an| < ε. Une suite qui converge au sens de Cauchy est appelée
suite de Cauchy.

1.10 DÉFINITION : Limites infinies. Soit {an} ⊆ R. On dit que la suite {an} diverge vers
∞ ssi pour tout réel M il existe un entier N tel que n ≥ N implique an ≥ M . Dans ce cas,
on écrit an → ∞ ou

lim
n→∞

an = ∞ .

De même, on dit que la suite {an} diverge vers −∞ ssi pour tout réel M il existe un entier
N tel que n ≥ N implique an ≤ M . Dans ce cas, on écrit an → −∞ ou

lim
n→∞

an = −∞ .

On écrit aussi +∞ à la place de ∞.

1.11 DÉFINITION : Suite monotone. Soit {an} ⊆ R. Si an ≤ an+1, pour tout n ∈ N, on
dit que la suite {an} est monotone croissante. Si an ≥ an+1 pour tout n ∈ N, on dit que la
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suite {an} est monotone décroissante. Si {an} est monotone croissante et an → a, on écrit
an ↑ a. Si {an} est monotone décroissante et an → a, on écrit an ↓ a.

1.12 DÉFINITION : Limites supérieure et inférieure. Soit {an} ⊆ R. La limite supérieure
de la suite {an} est définie par

lim sup
n→∞

an = inf
N≥1

{
sup
n≥N

an

}
≡ inf {sup {an : n ≥ N} : N ≥ 1} .

La limite inférieure de la suite {an} est définie par

lim inf
n→∞

an = sup
N≥1

{
inf
n≥N

an

}
≡ sup {inf {an : n ≥ N} : N ≥ 1} .

On écrit aussi lim au lieu de lim sup, et lim au lieu de lim inf.

REMARQUE. Les limites supérieure et inférieure d’une suite {an} ⊆ R existent toujours
dans R.

1.13 DÉFINITION : Point d’accumulation. Soit {an} ⊆ C et a ∈ C. a est un point
d’accumulation de la suite {an} ssi pour tout réel ε > 0, l’inégalité |an − a| < ε est
satisfaite par une infinité d’éléments de la suite {an} .

1.14 DÉFINITION : Somme partielle et série. Soit {an} ⊆ C et SN =
∑N

n=1 an. On
appelle {SN}∞N=1 la suite des sommes partielles associées à {an}. Le symbole

∑∞
n=1 an est

appelé la série associée à {an}. Si limN→∞ SN = S où S ∈ C, on dit que la série
∑∞

n=1 an

converge (ou converge vers S) et on écrit

∞∑
n=1

an = S .

Si la série
∑∞

n=1 an ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

REMARQUE. Si on considère une suite de la forme {an}∞n=m, où m ∈ Z, on dit que la
série

∑∞
n=m an converge vers S si limN→∞ SN = S, où SN =

∑N+(m−1)
n=m an. De même,

pour une suite de la forme {an}m
n=−∞, où m ∈ Z, on dit que la série

∑m
n=−∞ an converge

vers S si limN→∞ SN = S, où SN =
∑m+1−N

n=m an.

1.15 DÉFINITION : Convergence absolue et convergence conditionnelle d’une série. Soit
{an} ⊆ C. Si la série

∑∞
n=1 |an| converge, on dit que la série

∑∞
n=1 an converge absolu-

ment. Si
∑∞

n=1 an converge, mais
∑∞

n=1 |an| ne converge pas, on dit que
∑∞

n=1 an converge
conditionnellement.
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1.16 DÉFINITION : Série bilatérale. Soient {an}∞n=0 et {an}−1
n=−∞ deux suites de nombres

complexes. Si la série
∑∞

n=0 an converge vers S1 ∈ C et si la série
∑−1

n=−∞ an converge
vers S2 ∈ C, on dit que la série bilatérale

∑∞
n=−∞ an converge vers S1 + S2.

1.17 DÉFINITION : Double suite. Une double suite dans E est une fonction f (m, n) =
amn qui associe à chaque paire d’éléments (m, n) ∈ N2 un élément amn ∈ E. On dénote
habituellement la double suite par

{amn}∞m,n=1 ≡ {amn} .

Pour indiquer que tous les éléments de la double suite {amn} sont dans E, nous écrirons
{amn} ⊆ E.

1.18 DÉFINITION : Limite d’une double suite complexe. Soient a ∈ C et {amn} ⊆ C. La
double suite {amn} converge vers a lorsque m, n → ∞ ssi pour tout réel ε > 0, il existe
un entier N tel que m, n ≥ N implique |amn − a| < ε. Dans ce cas, on écrit amn −→

m,n→∞
a,

ou encore
lim

m,n→∞
amn = a ,

et a est appelé la limite de {amn} lorsque m, n → ∞.

REMARQUE. Dans le cas d’une double suite, on peut considérer plusieurs limites diffé-
rentes : limm→∞ amn, limn→∞ amn, limm→∞ [limn→∞ amn] , limn→∞ [limm→∞ amn] . En
général, ces différentes limites ne sont pas égales. En particulier, même si les limites

lim
m→∞

amn ≡ bn , lim
n→∞

amn = cm

existent, on peut avoir

lim
n→∞

[
lim

m→∞
amn

]
≡ lim

n→∞
bn �= lim

m→∞
cm ≡ lim

m→∞

[
lim

n→∞
amn

]
.

2. Convergence de suites

2.1 THÉORÈME : Critère de convergence d’une suite complexe. Soit {cn} ⊆ C, où cn =
an + i bn, an ∈ R, bn ∈ R, pour tout n, et i =

√
−1. Alors la suite {cn} converge ssi les

suites {an} et {bn} convergent. De plus, si {cn} converge,

lim
n→∞

cn =
(

lim
n→∞

an

)
+ i

(
lim

n→∞
bn

)
.

2.2 THÉORÈME : Soient {an} ⊆ C, a ∈ C et a′ ∈ C.
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a. Unicité de la limite. Si an → a et an → a′, alors a = a′.

b. Caractère borné des suites convergentes. Si la suite {an} converge, alors l’ensemble
{a1, a2, ...} est borné.

c. Convergence d’une suite bornée (Bolzano-Weierstrass). Si la suite {an} est bornée,
alors {an} contient une sous-suite {ank

} convergente. En d’autres termes, toute
suite bornée {an} possède au moins un point d’accumulation.

d. Convergence de sous-suites. {an} converge vers a ⇔ chaque sous-suite {ank
} de

{an} converge vers a ⇔ chaque sous-suite {ank
} de {an} contient une autre

sous-suite {amk
} qui converge vers a.

e. Points d’accumulation et convergence. Si la suite {an} possède exactement un point
d’accumulation a, alors an → a. Si la suite {an} n’a pas de point d’accumulation fini
ou en possède plusieurs, alors elle diverge.

2.3 THÉORÈME : Convergence de suites transformées. Soient {an} ⊆ C et {bn} ⊆ C

deux suites telles que
lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b

où a, b ∈ C. Alors

a. limn→∞ (an + bn) = a + b;

b. limn→∞ (c an) = c a, limn→∞ (an + c) = a + c, ∀c ∈ C;

c. limn→∞ (anbn) = a b;

d. lim (an/bn) = a/b, pourvu que b �= 0;

e. limn→∞ g (an) = g (a) pour toute fonction g : C → C continue à x = a.

2.4 THÉORÈME : Convergence et suites de Cauchy. Soit {an} ⊆ C.

a. Si la suite {an} converge, alors {an} converge au sens de Cauchy.

b. (Complétude). Si la suite {an} converge au sens de Cauchy, alors la suite {an}
converge.

2.5 THÉORÈME : Convergence de suites dans R. Soient {an} ⊆ R, {bn} ⊆ R, a ∈ R et
b ∈ R.
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a. lim inf
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

an.

b. lim
n→∞

an = a ⇔ lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an = a.

c. Si an ≤ bn pour n ≥ N , alors

lim inf
n→∞

an ≤ lim inf
n→∞

bn ,

lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

bn .

d. Si an ≤ bn pour n ≥ N et si {an} et {bn} sont des suites convergentes, alors

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn .

e. Si la suite {an} est monotone croissante, alors

{an} converge dans R ou lim
n→∞

an = ∞ .

f. Si la suite {an} est monotone décroissante, alors

{an} converge dans R ou lim
n→∞

an = −∞ .

g. Si la suite {an} est monotone (croissante ou décroissante) et bornée, alors {an}
converge dans R.

2.6 THÉORÈME : Limites de suites importantes. Soient p et α des nombres réels et x un
nombre complexe.

a. Si p > 0, lim
n→∞

1
np = 0.

b. Si p > 0, lim
n→∞

p1/n = 1.

c. lim
n→∞

n1/n = 1.

d. Si p > 0, lim
n→∞

nα

(1+p)n = 0.

e. Si |x| < 1, lim
n→∞

xn = 0.

f. Si b > 0 et b �= 1 , lim
n→∞

[logb(n)/n] = 0.
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3. Convergence de séries

3.1 THÉORÈME : Condition de Cauchy pour la convergence d’une série. Soit {an} ⊆ C.
La série

∑∞
n=1 an converge ssi, pour tout ε > 0, il existe un entier N tel que n ≥ m ≥ N

implique |
∑n

k=m ak| < ε.

3.2 PROPOSITION : Formes équivalentes de la condition de Cauchy. Soit {an} ⊆ C.

La série
∑∞

n=1 an converge

⇔ pour tout ε > 0, il existe un entier N tel que n ≥ N implique
∣∣∑n+p

k=n+1 an

∣∣ < ε
pour

tout p ≥ 1

⇔ pour tout ε > 0, il existe un entier N tel que n ≥ N implique sup
p≥1

∣∣∑n+p
k=n+1 an

∣∣ < ε

⇔ lim
n→∞

[
sup
p≥1

∣∣∑n+p
k=n+1 an

∣∣] = 0 .

3.3 THÉORÈME : Conditions nécessaires pour la convergence d’une série. Soit {an} ⊆ C.

a. Si la série
∑∞

n=1 an converge, alors lim
n→∞

an = 0 .

b. Si la série
∑∞

n=1 |an| converge et si |an+1| ≤ |an| pour n ≥ N , alors lim
n→∞

(nan) = 0 .

3.4 COROLLAIRE : Critère de divergence d’une série. Soient {an} ⊆ C et c > 0. Si
|an| ≥ c pour un nombre infini de valeurs de n, alors la série

∑∞
n=1 an diverge.

3.5 THÉORÈME : Caractérisation de la convergence absolue. Soit {an} ⊆ C. La série∑∞
n=1 an ne converge pas absolument ⇔

∑∞
n=1 |an| diverge ⇔

∑∞
n=1 |an| = ∞ .

REMARQUE. Pour indiquer que la série
∑∞

n=1 an converge absolument, on peut écrire∑∞
n=1 |an| < ∞.

3.6 THÉORÈME : Critère de la convergence absolue. Soit {an} ⊆ C. Si la série
∑∞

n=1 an

converge absolument, alors
∑∞

n=1 an converge.

3.7 COROLLAIRE : Critère de divergence absolue. Soit {an} ⊆ C. Si la série
∑∞

n=1 an

diverge, alors
∑∞

n=1 |an| = ∞ .

3.8 THÉORÈME : Critère de comparaison. Soient {an} ⊆ C, {cn} ⊆ R et {dn} ⊆ R.
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a. Si |an| ≤ cn pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné, et si la série
∑∞

n=1 cn converge,
alors la série

∑∞
n=1 an converge absolument.

b. Si |an| ≥ dn ≥ 0 pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné, et si
∑∞

n=1 dn diverge,
alors ∑∞

n=1 |an| = ∞ mais
∑∞

n=1 an peut converger ou diverger.

3.9 THÉORÈME : Convergence de séries de termes non négatifs. Soit {an} ⊆ R où
an ≥ 0 pour tout n.

a. La série
∑∞

n=1 an converge ssi la suite des sommes partielles {
∑N

n=1 an}∞N=1 est
bornée.

b. Critère de condensation de Cauchy. Si la suite {an} est monotone décroissante
(a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ ...), la série

∑∞
n=1 an converge ssi la série

∞∑
k=0

2ka2k = a1 + 2 a2 + 4a4 + 8 a8 + ... converge. (3.1)

3.10 PROPOSITION : Convergence de séries particulières. Soit x un nombre complexe et
p un nombre réel.

a. Série géométrique. Si |x| < 1 ,

∞∑
n=0

xn =
1

1 − x

où 00 ≡ 1. Si |x| ≥ 1, la série
∑∞

n=0 xn diverge.

b. La série
∑∞

n=1 1/np converge si p > 1 et diverge si p ≤ 1.

c. La série
∑∞

n=2
1

n(log n)p converge si p > 1 et diverge si p ≤ 1.

d. e =
∑∞

n=0
1
n!

= lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

3.11 THÉORÈME : Critère de la racine (Cauchy). Soit {an} ⊆ C et α = lim sup
n→∞

|an|1/n .

a. Si α < 1, la série
∑∞

n=1 an converge absolument.

b. Si α > 1,
∑∞

n=1 an diverge.
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c. Si |an|1/n ≤ δ < 1 pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné, la série
∑∞

n=1 an converge
absolument.

d. Si |an|1/n ≥ 1 pour un nombre infini de valeurs de n,
∑∞

n=1 an diverge.

e. Si aucune des conditions précédentes n’est satisfaite, on peut trouver des cas où∑∞
n=1 an converge et des cas où

∑∞
n=1 an diverge.

3.12 THÉORÈME : Critère du ratio (d’Alembert). Soient {an} ⊆ C et 0/0 ≡ 0.

a. Si lim sup
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1, la série
∑∞

n=1 an converge absolument.

b. Si
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≤ ε < 1 pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné, la série
∑∞

n=1 an converge

absolument.

c. Si
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≥ 1 pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné, la série
∑∞

n=1 an diverge.

d. Si lim inf
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1, la série
∑∞

n=1 an diverge.

e. Si lim inf
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≤ 1 ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣, la série
∑∞

n=1 an peut converger ou diverger.

REMARQUE. La condition 3.11c implique la condition 3.11b.

3.13 THÉORÈME : Lien entre les tests de la racine et du ratio. Soit {an} ⊆ C une suite
telle que an �= 0 pour n ≥ n0, où n0 est un entier donné. Alors

lim inf
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ lim inf
n→∞

|an|1/n ≤ lim sup
n→∞

|an|1/n ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .

Si on définit 0/0 ≡ 0 et |x/0| = ∞ pour x �= 0, l’inégalité est valable pour toute suite
{an} ⊆ C.

3.14 THÉORÈME : Critère de Raabe. Soient {an} ⊆ C et

L = lim inf
n→∞

n

(
1 −

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
)

, U = lim sup
n→∞

n

(
1 −

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
)

où L, U ∈ R.

a. Si L > 1, la série
∑∞

n=1 an converge absolument.
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b. Si U < 1,
∑∞

n=1 |an| = ∞ mais la série
∑∞

n=1 an peut converger ou diverger.

c. Si L = U = 1, la série
∑∞

n=1 |an| peut converger ou diverger, et de même pour∑∞
n=1 an.

3.15 THÉORÈME : Critère de Gauss. Soient {an} ⊆ C, {cn} ⊆ R et supposons que∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 1 − L

n
+

cn

np

où p > 1 et |cn| ≤ M < ∞ , ∀n. Alors

a) si L > 1, la série
∑∞

n=1 an converge absolument ;

b) si L ≤ 1,
∑∞

n=1 |an| = ∞ mais
∑∞

n=1 an peut converger ou diverger.

3.16 THÉORÈME : Critère de l’intégrale. Soit f(x), x ∈ R, une fonction réelle continue,
non négative et non décroissante pour x ≥ A, et soit {an} ⊆ C une suite telle que |an| =
f(n) pour n ≥ A. Alors

a)
∫ ∞

A
f(x)dx < ∞ ⇒

∑∞
n=1 an converge absolument ;

b)
∫ ∞

A
f(x)dx = ∞ ⇒

∑∞
n=1 |an| = ∞ .

3.17 THÉORÈME : Critère de Dirichlet pour la convergence d’une série de produits.
Soient {an} ⊆ C et {bn} ⊆ R deux suites telles que

a)
∣∣∣∑N

n=1 an

∣∣∣ ≤ M , pour tout N = 1, 2, ..., où M ≥ 0 ,

b) bn+1 ≤ bn, ∀n ,

c) lim
n→∞

bn = 0 .

Alors la série
∑∞

n=1 anbn converge.

3.18 COROLLAIRE : Critère des séries alternées (Leibniz). Soit {an} ⊆ R une suite telle
que

a) |an+1| ≤ |an|, ∀n ,

b) an = (−1)n+1 |an|, ∀n ,

c) lim
n→∞

an = 0 .
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Alors la série
∑∞

n=1 an converge et
∑∞

n=1 an ≤ a1 .

3.19 THÉORÈME : Critère d’Abel pour la convergence d’une série de produits. Soient
{an} ⊆ C et {bn} ⊆ R deux suites telles que

a)
∑∞

n=1 an converge ,

b) bn est une suite monotone bornée .

Alors la série
∑∞

n=1 anbn converge.

REMARQUE. Contrairement à la plupart des critères décrits précédemment, les critères
d’Abel et de Dirichlet ne sont pas des critères de convergence absolue.

3.20 THÉORÈME : Critère d’Abel-Dini pour la convergence d’une série de ratios. Soit
{an} ⊆ R. Si la série

∑∞
n=1 an diverge d’une façon telle que SN =

∑N
n=1 an > 0, ∀N , et

SN −→
N→∞

∞, alors

a) la série
∑∞

n=1 an/Sδ
n diverge pour tout δ ≤ 1 ,

b) la série
∑∞

n=1 an/Sδ
n converge pour tout δ > 1 .

3.21 THÉORÈME : Critère de Landau pour la convergence d’une série de produits. Soit
{an} ⊆ R. La série

∑∞
n=1 |an|p , où p > 1, converge ⇔ la série

∑∞
n=1 anbn converge pour

toutes les suites {bn} ⊆ C telles que
∑∞

n=1 |bn|q converge, où q = p/(p − 1) .

REMARQUE : Le théorème de Landau implique que si
∑∞

n=1 |an|p < ∞ et
∑∞

n=1 |bn|q <
∞, où p > 1 et q = p/(p − 1) , alors les séries

∑∞
n=1 anbn et

∑∞
n=1 |anbn| convergent. De

plus, il fournit une condition nécessaire pour la convergence de
∑∞

n=1 |an|p lorsque p > 1.

3.22 THÉORÈME. Soit {an} ⊆ C. Si la série
∑∞

n=1 an converge, alors

lim
N→∞

N∑
n=1

(1 − n

N
)an =

∞∑
n=1

an

et

lim
N→∞

N∑
n=1

n

N
an = lim

N→∞

1

N

N∑
n=1

n an = 0 .

3.23 THÉORÈME : Condition de convergence au sens de Cesaro. Soit {an} ⊆ C une suite
telle que an → a ∈ C. Alors

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

an = a .
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4. Convergence de séries transformées

4.1 THÉORÈME : Convergence de séries transformées linéairement. Soit {an}∞n=0 ⊆ C et
{bn}∞n=0 ⊆ C deux suites telles que

∞∑
n=0

an = A et
∞∑

n=0

bn = B ,

où A, B ∈ C. Alors les suites
∑∞

n=0(an + bn) et
∑∞

n=0 c an convergent pour tout c ∈ C, et

∞∑
n=0

(an + bn) = A + B,

∞∑
n=0

c an = c .

4.2 DÉFINITION : Convolution de suites et produit de séries. Soient {an}∞n=0 ⊆ C et
{bn}∞n=0 ⊆ C. On appelle la suite

cn =
n∑

k=0

akbn−k, n = 0, 1, 2, ...

la convolution des suites {an}∞n=0 et {bn}∞n=0. De plus, la série
∑∞

n=0 cn est appelée le
produit des séries

∑∞
n=0 an et

∑∞
n=0 bn.

REMARQUE. On dénote parfois la convolution des suites an et bn par an ∗ bn :

an ∗ bn =

n∑
k=0

akbn−k .

4.3 THÉORÈME : Conditions suffisantes pour la convergence du produit de deux séries
(Cauchy-Mertens). Soient {an}∞n=0 ⊆ C et {bn}∞n=0 ⊆ C deux suites telles que

(a)
∑∞

n=0 an = A et
∑∞

n=0 bn = B, où A, B ∈ C ,

et

(b)
∑∞

n=0 an converge absolument.

Alors la série
∑∞

n=0 cn , où cn =
∑n

k=0 akbn−k, converge et

∞∑
n=0

cn = AB . (Mertens)

12



Si, de plus,

(c)
∑∞

n=0 bn converge absolument.

la série
∑∞

n=0 cn converge absolument. (Cauchy)

4.4 THÉORÈME : Limite du produit de deux séries (Abel). Si {an}∞n=0 ⊆ C, {bn}∞n=0 ⊆
C et {cn}∞n=0 ⊆ C sont trois suites telles que les séries

∑∞
n=0 an,

∑∞
n=0 bn et

∑∞
n=0 cn

convergent vers A, B et C respectivement, et si

cn =

n∑
k=0

akbn−k ,

alors

C = AB .

4.5 THÉORÈME : Condition nécessaire et suffisante pour la convergence du produit de
deux séries. Soit {an} ⊆ R. La série

∑∞
n=0 cn , où cn =

∑∞
k=0 akbn−k , converge pour

toutes les suites {bn} ⊆ R telles que
∑∞

n=0 bn converge ⇔
∑∞

n=0 |an| < ∞.

4.6 THÉORÈME : Regroupement des termes. Soient {an}∞n=0 ⊆ C une suite telle que∑∞
n=0 an = A ∈ C, soit {rn}∞n=0 ⊆ N0 une suite monotone croissante d’entiers non

négatifs telle que r0 = 0 et rn → ∞, et soit {bn}∞n=1 la suite définie par

bn =

rn−1∑
k=rn−1

ak, n = 1, 2, ... .

Alors la série
∑∞

n=1 bn converge et

∞∑
n=1

bn = A .

4.7 DÉFINITION : Réarrangement. Soit {kn}∞n=0 une suite d’entiers non négatifs telle que
chaque entier non négatif apparaît une et une seule fois dans la suite. Si

a′
n = akn , n = 0, 1, 2, ... ,

on appelle la série
∑∞

n=0 a′
n un réarrangement de la série

∑∞
n=0 an.
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4.8 DÉFINITION : Série commutativement convergente. Soit {an}∞n=0 ⊆ C une suite telle
que

∑∞
n=0 an converge vers A ∈ C. La série

∑∞
n=0 an est commutativement convergente si

tous les réarrangements
∑∞

n=0 a′
n de la série

∑∞
n=0 an convergent vers A.

4.9 THÉORÈME : Réarrangement d’une série absolument convergente (Dirichlet). Soit
{an}∞n=0 une suite telle que

∑∞
n=0 an converge absolument vers A ∈ C. Alors tous les

réarrangements de la série
∑∞

n=0 an convergent vers A.

4.10 THÉORÈME : Réarrangement d’une série conditionnellement convergente (Rie-
mann). Soit {an}∞n=0 ⊆ R une série telle que la série

∑∞
n=0 an converge conditionnellement

et soit
−∞ ≤ α ≤ β ≤ ∞ .

Alors il existe un réarrangement
∑∞

n=0 a′
n telle que

lim inf
n→∞

(
n∑

m=0

a′
m

)
= α , lim sup

n→∞

(
n∑

m=0

a′
m

)
= β .

4.11 THÉORÈME : Équivalence entre convergences absolue et commutative. Soit {an} ⊆
C une suite telle que la série

∑∞
n=0 an converge. Alors,

∑∞
n=0 an converge absolument ssi∑∞

n=0 an converge commutativement.

4.12 THÉORÈME : Grand théorème de réarrangement de Cauchy. Soit {amn : m, n = 0,
1, 2, ...} ⊆ C une double suite telle que

∞∑
n=0

|amn| = bm, m = 0, 1, 2, ...

et
∑∞

m=0 bm converge. Alors

∞∑
m=0

∞∑
n=0

amn =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

amn.

5. Convergence uniforme

5.1 NOTATION. Dans cette section, à moins d’avis contraire, fn et f désignent des fonc-
tions d’un ensemble E quelconque vers les nombres complexes C, i.e. fn : E → C et
f : E → C.

5.2 DÉFINITION : Convergence uniforme. On dit que la suite de fonctions {fn}∞n=0

converge uniformément sur E vers la fonction f si, pour tout ε > 0, il existe un entier

14



N tel que
n ≥ N ⇒ |fn(x) − f(x)| < ε, ∀x ∈ E .

Dans ce cas, on écrit fn → f uniformément sur E.

REMARQUE. On dit que la série
∑∞

i=0 fi(x) converge uniformément sur E si la suite des
sommes partielles sn(x) =

∑n
i=0 fi(x), n = 0, 1 , ... converge uniformément sur E.

5.3 THÉORÈME : Critère de Cauchy. La suite de fonctions {fn}∞n=0 converge uniformé-
ment sur E vers une fonction f si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe un entier N tel
que

m, n ≥ N ⇒ |fm(x) − fn(x)| < ε, ∀x ∈ E .

5.4 THÉORÈME : Critère du suprémum. Supposons que

lim
n→∞

fn(x) = f(x), ∀x ∈ E ,

et soit
Mn = sup

x∈E
|fn(x) − f(x)| .

Alors, fn → f uniformément sur E si et seulement si lim
n→∞

Mn = 0.

5.5 THÉORÈME : Critère de convergence uniforme de Weierstrass. Supposons que
|fn (x)| ≤ Mn , ∀x ∈ E , n = 0, 1, 2, ... et

∑∞
n=0 Mn < ∞ . Alors la série

∑∞
n=0 fn (x)

converge uniformément sur E.

5.6 THÉORÈME : Convergence uniforme et continuité. Si {fn}∞n=0 est une suite de fonc-
tions continues sur E et si fn → f uniformément sur E, alors la fonction f est continue
sur E.

5.7 REMARQUE. Une suite de fonctions continues {fn}∞n=0 peut converger vers une
fonction continue f sans que la convergence soit uniforme.

5.8 THÉORÈME : Conditions de convergence uniforme (Dini). Si

a) K est un ensemble compact,

b) {fn}∞n=0 est une suite de fonctions continues sur K,

c) lim
n→∞

fn (x) = f (x), ∀x ∈ K, où f est une fonction continue sur K,

d) fn (x) ≥ fn+1 (x), ∀x ∈ K, n = 0, 1, 2, .... ,
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alors fn → f uniformément sur K.

5.9 THÉORÈME : Convergence uniforme et différentiation de fonctions sur R. Supposons
que [a, b] ⊆ E ⊆ R et soit fn : E → C, une suite de fonctions différentiables sur
l’intervalle [a, b] telles que la suite {fn(x0)}∞n=0 converge pour au moins un x0 ∈ [a, b]. Si
la suite {f ′

n}
∞
n=0 converge uniformément sur [a, b], alors {fn}∞n=0 converge uniformément

sur [a, b] vers une fonction f différentiable sur E, et

f ′ (x) = lim
n→∞

f ′
n (x) , ∀x ∈ [a, b] .

5.10 THÉORÈME : Convergence uniforme et différentiation de fonctions sur C. Soit E ⊆
C et soit fn : E → C, n = 0, 1, 2, ... , une suite de fonctions différentiables dans E. Si
la suite {fn}∞n=0 converge vers une fonction f dans E et {f ′

n}∞n=0 converge uniformément
dans E, alors la fonction f est différentiable dans E et

f ′(z) = lim
n→∞

f ′
n(z), ∀z ∈ E.
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